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O problema de acoplamento miituo em um conjunto de aberturas retangulares em um plano condutor
foi formulado em termos da equacio integral e da fungio de Green. Para esta formulagio, o cilculo do
coeficiente de acoplamento entre modos nas aberturas necessita da solugdo numérica de integrais
duplas acarretando um enorme esforco computacional. Neste trabalho, uma expansio assintética da
fungdo de Green € introduzida nesta formulagdo permitindo obter expressdes analiticas para estes
coeficientes de acoplamento. Estas aproximacdes sdo avaliadas através da comparacio dos valores de
acoplamento entre os modos TE10,01 em duas aberturas separadas obtidos através das expressdes exatas
e aproximadas. Nesta comparagio sio consideradas diversas posicdes relativas entre as aberturas.

Asymptotic formulas are derived for the coupling between modes in separated rectangular waveguides
apertures embedded in a ground plane. The values obtained for the coupling coefficients between the
TE10 - TE10 and TE10 - TE10 modes in adjacent apertures given by approximate expressions are
compared with those given by exact expressions.

Palavras Chave: Antenas para Comunicagio via Satélite, Conjunto de Alimentadores, Eletromagnetis-
mo Aplicado, Antenas Refletoras, Sintese ¢ Andlise de Antenas Refletoras.

1 Introducéo

Antenas compostas de um refletor parabélico iluminado por um conjunto de alimenta-
dores tém larga aplicacdo no segmento embarcado de um sistema de comunicagao via
satélite. Elas permitem a geracdo de miltiplos feixes e 0 modelamento do diagrama de
radiacao da antena para cada um destes feixes através do controle da excitacao dos
elementos deste conjunto. As recentes especificagdes para as antenas embarcadas
determinam niveis de isolamento acima de 27 dB para polarizacao cruzada e para
polarizagdo principal em coberturas adjacentes. Para satisfazer tais exigéncias, €
essencial que, na obtengdo da relacio entre o diagrama destas antenas € a excitagao dos
elementos, sejam utilizadas técnicas de andlise rigorosas para determinar os campos na
abertura dos elementos do conjunto.

1  Este trabalho foi desenvolvido no CETUC, PUC - Rio, Rua Marqués de Sio Vicente 225, CEP 22453,
Rio de Janeiro. Ele foi financiado pela TELEBRAS sob contrato PUC/TELEBRAS JDPqD-415-91.
Manuscrito encaminhado em setembro de 1992; aceito em novembro de 1992.
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Estes conjuntos de alimentadores sdo usualmente compostos de guias de onda (retan-
gulares ou circulares) ou cornetas (conicas ou piramidais), estando suas aberturas
distribuidas sob o plano focal do paraboléide. Quando comparadas as distribui¢oes de
campo encontradas para os elementos isolados, a proximidade das aberturas faz com
que as distribuicdes no interior dos elementos sejam afetadas pelos efeitos de acopla-
mento mituo, os quais, além de influir no diagrama de radiacdo do conjunto, alteram
a impedancia de entrada destes elementos vista dos circuitos excitadores. Assim, para
uma predicdo adequada do desempenho destas antenas € essencial que a analise dos
campos gerados por estes conjuntos considere os efeitos de acoplamento.

Para o caso de guia circulares, a Referéncia [1] apresenta uma andlise exata do
acoplamento entre aberturas circulares situadas sobre um plano condutor, utilizando a
equacio integral e a funcio de Green. A solugdo numérica desta equagio é obtida
expandindo os campos nas aberturas em modos de guias de onda e determinando os
coeficientes desta expansdo via método de Galerkin. Para as aberturas retangulares,
Bird [2] apresentou uma extensdo desta técnica na qual as expressoes para coeficientes
de acoplamento entre os modos envolve integrais quadruplas. A aplicagido de método
de reducdo de ordem resulta em expressdes envolvendo integrais simples para a
auto-admitancia e duplas para a mitua [2,3].

Em geral, cornetas piramidais sdo utilizadas como elementos destes conjuntos, sendo
construidas com um pequeno angulo de abertura a fim de evitar a geragdo de modos
superiores na garganta [4] (ver Figura 1). Para estas cornetas os campos no seu interior
se aproximam daqueles em um guia, permitindo a utilizacao da andlise anteriormente
mencionada para determinar a distribui¢ao de campos nas aberturas [2]. A parte crucial
da aplicacdo desta andlise e a determinagio do coeficiente de acoplamento entre os
diversos modos, pois envolve o cdlculo numérico de integrais.O desenvolvimento de
tais antenas requer a consideracdo de diferentes geometrias de alimentadores e a analise
destas ao longo da banda de operagao. Isto envolve o cdlculo da matriz de acoplamento
para cada uma destas situacoes, resultando em um consideravel esforco computacional.
Como primeiro objetivo deste trabalho serao detalhadas todas as expressoes envolvidas
no cilculo do acoplamento entre modos em aberturas retangulares. A seguir, a fim de
tornar mais eficiente este cdlculo, seguir-se-a passos semelhantes aos desenvolvidos
em [1], onde aproximagoes assintéticas para a funcido de Green no espaco livre sdo
introduzidas na analise para o acoplamento mituo, permitindo a solugio analitica das
integrais. Para avaliar estas aproximagoes, serdo consideradas duas expansdes com
diferentes erros de truncamento. Os resultados obtidos para o acoplamento do modo
fundamental sdo comparados aos fornecidos pelas expressoes exatas.
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Figura 1 - Conjunto de cornetas piramidais

2  Acoplamento Mutuo entre os Campos nas Aberturas dos
Alimentadores

A formulacio a ser apresentada foi inicialmente desenvolvida por Bird [1] e supde que
as diversas aberturas dos alimentadores (guias ou cornetas) estejam situadas num plano
condutor elétrico infinito. Na Figura 2 e apresentada a geometria destas aberturas
sobre o plano condutor (z=0), juntamente com os sistemas de coordenadas a serem
utilizados. Estas aberturas sao retangulares e seus lados sdo supostos paralelos ou ao
eixo cartesiano x ou ao y. A formulagio leva em conta uma variagio temporal da forma
exp (+j w t) para os campos.

Devido a presenca do plano condutor podemos aplicar o Principio da Equivaléncia € o
Método das Imagens, resultando na substitui¢io deste plano e das aberturas dos
alimentadores por uma nova distribuicio de correntes elétrica (J;) e magnética (My):
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Jg=0; Mg=-22z x E|,_, D

onde z € o vetor unitdrio normal ao plano e E € o vetor campo elétrico total na abertura
(incluindo os efeitos de acoplamento mituo). E importante observar que Mgé nula fora
das regides correspondentes as aberturas dos alimentadores em z=0.

Figura 2 - Geometria das aberturas no plano condutor

A partir da distribuicao de correntes sobre o plano, podemos calcular a componente
transversa a z do campo magnético radiado a uma distincia R da origem [1]:

t=2ﬁ(K()2+VtVt)'2xffsEt(sl) G(Jr-r1']) ds’ @
-iK @
G(oz)=—e o 3)
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onde j =V -1, K, € a constante de onda do espaco livre, ® = 2% a freqiiéncia, u € a
permeabilidade do meio, 1(r ') representa a posicdo do campo (fonte), E(s ') é a compo-

nente transversa a z do campo elétrico na abertura, € o dominio de integragdo S sdo as
regies das diversas aberturas sobre o plano z = 0. O operador V, € definido como:

d

<

d¢
Vt¢=ﬁx+ yy @

Q)

onde x,y sa0 os vetores unitdrios cartesianos. Calculando H; sobre o préprio plano z=0,
podemos aplicar o Método dos Momentos para a solugdo desta equagao aproximando
os campos E, e H, através de uma expansio envolvendo M modos (TE e TM) de guias
retangulares com as mesmas dimensdes das respectivas aberturas. Os campos destes
modos serao representados por h,, (componente tangencial magnética do modo):

M
Hi= Y [Cpe™iVm?—d, e*I¥n?]h,
m )

M
Ej= Y Zy[CpeiVn?+dy efVn?h, xz
m (6)

onde v, € a constante de propagagio do modo, Z_ a sua impedancia, € ¢ (d) € a
amplitude complexa do modo incidente (refletido). Substituindo as equagdes (5) e (6)
na (2):

. M
Hy = Y Byihy = ?ﬁﬁ 21 KE;A,,KZH (Ko? + VtVt)-fs 1) NG (=) ds
m n= =

onde o indice “m” indica o modo na abertura “i”, o indice “n” indica o modo na

149 » K — k K i — i i 4 4 119 b5 4
abertura “k”, A > =C "+d ~, B '=C_' - d_ ' e Sk €éadrea da abertura “k”. Esta ¢
uma equagdo integral cujas solucdes devem satisfazer as condigdes de contorno

impostas pelas aberturas dos alimentadores, o que € atendido através da utilizacao dos
modos TE e TM. Aplicando o método de Galerkin (multiplicando ambos os lados por

h_'e integrando sobre a abertura s;), chega-se a seguinte relagio matricial:

By =[Crnnl [A] @)
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. . Z .
k ) 2 / ,
onde Cmnl “TRO T N_:l fsfhmf' (k,“=V,V) j; fhnkG (Je=1'])ds, dsi(g)
i k

e Ny fs | S byt byl ds; .

E mostrado no Apéndice 9.2 da Referéncia [1] que, aplicando o teorema de Green a
equagao (9), esta pode ser expressa de uma forma mais conveniente como:

K jweg . K ,
C:HH=T.[SIWIDI.[S an G(fr-r'[ds a1
i k
. . V .
Wr;”1§1=hril”l§n+—ln(lo’—nHz;;’l; z 12)

onde ¢ , € a permissividade do espaco livre € H, e a componente do modo na diregéo

z (nula para modos TM). No presente estudo as aberturas sdo retangulares, de forma
que serdo utilizados os modos TE e TM de um guia retangular com dimensoes a,b [5]:

%V—[% sen (i;c_x) Ccos (ﬂ?) X + % cos (pgx) sen (pgy) y} , TE

h=4"
T_J’;\‘”S {% sen(p—gE cos (%Z)x - % Cos(p%x) Sen(ﬂgz) y } ;' M (13)

Hz = cos (p z X) cos (qjj)t—z), para modos TE (14)
2 2
2_(PT qn
A= (_a_) + (_b_) (15)

v=Vke e -3 (16)

onde &, =V £/¢; € a permissividade relativa do meio. Substitnindo as equagdes (13)-

(16) nas equacdes (10)-(12) obtemos as expressdes para o acoplamento entre aberturas
retangulares, as quais envolvem integrais quadruplas.
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A relagao entre os coeficientes C;; dos modos incidentes na abertura com os d, dos
refletidos € dada pela matriz [S], a qual pode ser obtida através da seguinte expressao
matricial:

[dp] = [ST[Cpp) 5 [ST=2([1] + [, 17" = (1] 7)

onde [I] € a matriz identidade.

0 problema de redugao de ordem das integrais quadruplas na expressao do acoplamento
entre modos € o ponto crucial tendo sido abordado por varios autores [2-3]. Na
referéncia [2], o emprego do método de Lewin permite reduzir a ordem das integrais
na eq.(11) e as expressoes resultantes sdo apresentadas no Apéndice A. Elas envolvem
integrais duplas para o acoplamento mituo ¢ simples para o auto-acoplamento. A
determinagdo da matriz [S] requer a solugdo numérica de tais integrais, envolvendo um
tempo de computagdo que cresce com o nimero total de modos utilizados (niimero de
elementos x M)elevado ao quadrado. Mesmo para um nimero pequeno de clementos

este tempo pode ser consideravel.

3  Aberturas Afastadas Entre Si (Expanséo Assintotica)

Para o calculo do acoplamento entre modos em aberturas circulares, obtém-se signifi-
cativa reducio no tempo de computagio dos coeficientes de acoplamento pela utiliza-
¢ao formulas assint6ticas. Estas formulas foram obtidas pela introducao, na andlise, de
aproximacdo para a funcido de Green para o espaco livre, as quais permitiram obter
expressoes analiticas para o acoplamento entre modos em aberturas separadas. Esta
reducao se torna considerdvel na medida que € expressivo o niimero de elementos na
matriz [C] derivados do acoplamento miituo entre modos em diferentes aberturas. Para
aberturas retangulares, aproximagdes assintéticas, similares as empregadas em [2],
serao utilizadas para obter formulas analiticas para o acoplamento mituo.

Quando a distincia entre as duas aberturas onde os coeficientes de acoplamento estao
sendo calculados, for suficientemente grande, a funcdo de Green do espago livre
representada pela equacio (3) pode ser expandida da seguinte forma:

: 1
G(|r=r|)=G(R; ~iko £, (Vx, Vy) 1- £, (Vx, Vy)+
(Jr-1]) (Rip) e x ! R ik[l( x, Vy)
ik, 1 ik ko®

+ (fZ (VX, V}’)>2 - + z—m— - m fl (VX, VY) + m— (f2 (VX, VY))Z ] +
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1 2
£ (Vx, V
+—2Rik ( 1 (Vx Y)> / 18)
£,(Vx, Vy =Vxcos (¢, )+ Vysen (¢, )
{fz(Vx , Vy)=Vxsen (¢ )+ Vycos (¢ ) (19)

onde Vx=x -x', Vy =y -y, Rik2 = Xik2+ Yik2 e, =tan” L Yix/Xii) parax; e
yix representados na Figura 2. Substituindo a equacio (18) na (11), todas as integrais

podem ser resolvidas analiticamente e a equaco (A.2) do Apéndice A passa a ser
escrita da seguinte forma (com C dado pela equagao (A.1)):

X
1
1 Z=G(Rik){EOf0_m [ElFO cotan(¢ ) + EpFy tan (¢ ) -

: 3, ExFg . 510.),  EgFy
“FlFl(Jk0+Rik)+ ~—(Jj ko + Ri;K)+ 02 (]k0+-—-RT)]+
iko

+ W [cotan (¢, <E3 Fo+E{Fy5, (¢, K)) +tan (¢ ) (BgF3 + B, Fy51(¢ )]

2
- %2 [E4f0 +EgF, - 4 (E5 f; + E; F3) + 6E, Fz]} 20
s;(pik)=1-2 cotar? (¢ i k); SH{(pik)=1-2 tan?(¢ i k) 21)
L i 1 L ¢
E; =sen~(¢pik)x » (~1) - IXs(1,L-1)
- & TE-DET 22)
L i 1 L ¢
F; =cos~(¢pik)x » (=) - I[Ys(1, L-1)
- e 23)
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S C
onde nas fungdes [Xc e I'Ys os indices c,s de cima referem-se I, os do meio a Iy, € oS
c c

de baixo a I, . Estas fungbes sao dadas por:

S sen oL Sen T .
IXo(t ) = [ [ alpt coslet*™ right cos | PP | eike-Bdp da
a g a;
c 0 7o coSs k cos i

€ bpb, oo, 998 (qmB) COS [q mB) (
- -B)
IY s_f kf Lol Bt sen b 221; 5 elk(@-B g da (25)

Ky =Kqcos (9 ), K =Kysen(¢ i k) (26)

onde as integrais em (24) e (25) podem ser resolvidas analiticamente.

4 Comparacao de Resultados Utilizando a Expansédo Assintética
entre Aberturas Afastadas

Para analisar as aproximagoes apresentadas, serd considerado o acoplamento miltuo
entre os modos (TE,; ou TE(;) em duas aberturas quadradas, idénticas e dispostas
sobre um plano condutor infinito. As Figuras 3.a-d mostram os valores de acoplamen-
to obtidos pelo uso da formulacao integral (—) os quais sdo comparados com aqueles
dados pela expansao assintdtica. Para avaliar a convergéncia da expressio (20), sao

mostrados valores de acoplamento calculados incluindo até os termos em 1/Ri em (18)
€ que serd referido como Exp-1 e representada por (- - - -) na figura, e incluindo os
termos até 1/12i . referido como Exp-2 e representado por (.......).

As diferentes posicOes relativas entre as aberturas consideradas na analise sao apresen-
tadas juntamente com as curvas para o acoplamento, onde W e a dimensao dos lados
das aberturas e D ¢ a distincia entre paredes (nestes casos, D = 0,05A, 1A € 4A). Para
duas aberturas ao longo do plano ~ E ou - H, sio considerados na expansao modal
(Equacdo 5) somente aqueles modos (entre os doze primeiros) para os quais existe
acoplamento. A utilizagcdo de um ntiimero maior de modos nesta expansao nao altera
significativamente os resultados obtidos [6]. Para o caso das aberturas ao longo do
plano-E, foi utilizada uma expansao modal com 5 modos (TE10, TE11, TM11, TE12,
TM12). Para o caso do plano - H, foram utilizados os modos (TE10, TE12, TM12); e
para o do plano diagonal, 12 modos (TE10, TEO1, TE11, TM11, TE20, TE02, TM21,
TM21, TE12, TM12, TE22, TM22).

41



Revisra da Sociedade Brasileira de Telecomunicagdes
Volume 8, niumero 1, Dezembro de 1993

W[F]
w[4]

‘t AMPLITUDE (dB) ‘} FASE (GRAUS)
-15,0 100,0
20,0 by

R 80,0
-25,0

60,0
- 30,0
350 40,0
-400 [T N R Ly 200F | | L L [ »
08 07 08 09 10 1,1 1,2 1,3 WA 06 07 08 09 10 11 12 13 VW/)\.

(1)

‘t AMPLITUDE (dB) FASE (GRAUS)
30,0 130,0¢
-340 u N
110,0 | ’ 0
-38,0
90,0 :
-42,0
70,0
-26,0
50,0 F N
-50,0 - L h
J—‘_» L 1 | 1 ) IR 1
06 07 08 09 1.0 11 12 13 WA 06 07 08 09 10 11 12 13 Wi
(i)
4 AMPLITUDE (dB) A FASE (GRAUS)
-350 160,0 |-
- 40,0
. 120,0
- 45,0
- 50,0 80,0
55,0
40,0
60,0 |-
06 07 08 09 10 11 12 13 WA 06 07 08 09 10 14 12 13 WA

(iii)
Fig. 3a - Acoplamento entre os modos TE4 - TEq (plano - E):
(i) D = 0,05X; (i) D = 1\, (jii)y D = 41
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Fig. 3b - Acoplamento entre os modos TE4y - TE4q (plano - H):
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Fig. 3d - Acoplamento entre os modos TE - TEy; (plano diagonal):
(i D = 0,05M, (i) D = 1A, (iii) D = 4M
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A determinacao da componente de polarizacio cruzada radiada pelo conjunto requer a
predi¢ao adequada do acoplamento entre modos ortogonais que aparecem quando as
aberturas estdo alinhadas fora do plano - E ¢ — H. Este acoplamento € mais intenso
quando as aberturas estiverem sobre o plano diagonal, sendo esta situac@o ilustrada
pelo acoplamento entre os modos TE;, TE;.

Os graficos apresentados nas Figuras 3.a-d correspondem a amplitude ¢ a fase do
elemento da matriz [S] relacionada ao acoplamento entre os modos em questdo. Deles
podemos observar que o acoplamento mais forte ocorre ao longo do plano-E para
pequenos valores de D. De um modo geral, a amplitude decai monotonicamente, até
que os modos TE12 e TM12 (que se acoplam fortemente ao modo TE10) passam a ser
propagantes. Quando comparadas a formulacdo integral, as maiores discrepancias
apresentadas pelas férmulas assint6ticas aparecem para o acoplamento ao longo do
plano-E onde este é mais intenso. Para as demais posigdes, as discrepancias sao
menores, visto que as regioes de campo mais intenso sobre as aberturas encontram-se
mais afastadas que no caso anterior. Para aberturas adjacentes (D = 0,05A) ambas as
expansoes apresentam consideravel discrepancia dos resultados dados pela formulagao
integral. Para aberturas distantes de D = 1A, até a entrada dos modos superiores, a
expansdo Exp-1 (- - -) para o acoplamento no plano-E apresenta desvios meneres que
5 dB para a amplitude e menores que 35° para a fase, sendo menores que 1,5 dB e 12°
para Exp-2, respectivamente. Para as demais posicoes, Exp-2 apresenta uma excelente
aproximacao, especialmente na descricao da fase do acoplamento. Para aberturas mais

afastadas, D = 2A, a inclusdo do termo de terceira ordem (l/k”f) na expansao permite

descrever adequadamente o acoplamento além do ponto de entrada dos modos supe-
riores. Para as aberturas sobre o plano diagonal, a expansido Exp-2 (.......) permite
determinar o acoplamento com erro menor que 0,5 dB (ate ao nivel de -60dB) e desvio
de fase menor que 1 para valores de D = 1A.

A comparagao entre os resultados da formulaco integral e da expansao assintética
mostra que esta ultima pode ser aplicada com sucesso, mesmo para distdncias no
entorno de D = 1A, visto que as maiores discrepancias (em dB) ocorrem para valores
muito baixos de acoplamento. Na prética, conjuntos de alimentadores retangulares com
dimensdes maiores que 0,6A sdo de grande interesse em sistemas de antenas refletoras
para a producao de feixes modelados. Nestes casos, a expansao assintética pode ser
aplicada para o acoplamento entre as aberturas que nao forem adjacentes entre si,
quando teremos a condigdo de que d = 0,7A, considerando uma separacéo tipica de
0,05A entre aberturas.
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Apéndice A
Formulacéo para Aberturas Retangulares

A.1 Método de Lewin (Aberturas Distintas)

Uma vez conhecidos os modos que representardo os campos nas diversas aberturas
retangulares, podemos resolver analiticamente duas das quatro integrais da equacao
(11) através do método de Lewin [2]. O resultado final € o seguinte:

i -jrwe, Z,

C J = R CIL +ClI +C]I
mn 2()\'m)“n)2N1; mn[ xx yy+ zz] (A1)

X1 [pa b
IZ=E{anJdo[foldx(T(-c, 01, G| =M, Ay, M)+ T (03, Og,~ G4l =M, A, Ao)+
+T (-0, 0y, 0y| g, Ay, =A)+ T (03,04, =04 | A5, Ay, —)»4))+

b,-b
+f01 dAM(T (=0, 01, 02|N, A, 20+ hyy + T(03, 04, =04 | M, Ay, Zh+ M) +

+f;1-Bdo[fbjd?»(T(o, 01, 20+ 02| =A, M, M) +T(0, 01, 20+ 02| A3, s~ M) +
o

b, - b,
d\ (T (o, , 2 A, A, 2A -
+ fo (T(o, 07, 20+ 0, | 1 + M)} A-2)

X - +
T(AaB:C‘DaEaF)=Ty=G(ﬁ) M+(A>B3Cadpasp;ai)M_(D;E,Fadq7sqabi)
Z + +

B = [(A +X )2+ (DY, j)2]1/2 (A-3)

Mi(A,B,C,D,E,F)JF{l [DH(C—B) AE D(B+C)

—{p sen —_QF__] cos [7(D + T+ T_)] x
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1
+ ESCH

En(C - B) AD EB+C)
——>p | €08 (E + T+ T (A-d)

b !

Sp = (P + Pn3; /3j) /2 o=x-x' A=y-y

dp=(pm—pnai/aj)/2 01=0—ai }\-1=)\-—b'

1

Sq = (Qpy, — qub; /b;) /2 Oy=23;-23;-0 A2 = 2bj -b;-A  (A.5)

N —(aibivmz) / (Epqumz) , paramodosTE
m - —(aibi(wei)z) / (4km2) , paramodos TM (A.6)‘

1,i=0, , . . . . -
onde §; = iz ’ i> 0’ E; é a permissividade na abertura “i” e a;,b; sdo as dimensdes desta
b
({90

i” € py,q, 408

[ 19444
1

abertura. Os pardmetros p,,,q,, referem-se aos modos “m” da abertura
[TELN

modos “n” da “j”; x, y sdo as coordenadas do modo na abertura e x,y’ na
“3” .funcao de Green G e dada pela equacao (3). Os pardmetros Xij’Yij) sa0 mostrados
na figura 2 e R, ,Cx,Cy,CZ sdo apresentados na tabela A.l. As integrais da equacdo
(A.2) devem ser resolvidas numericamente. O método utilizado pelos autores para a

resolucao numérica destas integrais foi o da Quadratura Gaussiana.

Tabela A.1
Pardmetros R, C, Cy, C,.
Wm ix Wn‘]
TE-TE T™M-TM TE-TM TM-TE
Rmn VmVn ngigj vVihwe; VaWEj
Cy PmPn gmQn Pmdn gmpPn
aja; aiaj aibi Biaj
C dmdQn PmPn _ JmpPn _ Pm{n
y bib; aja; ia aib;
] )
c A 2 0 0 0
7 |\ ko
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A.2 Acoplamento entre Modos na Mesma Abertura

113 A1)

Quando os modos m” “n encontram-se na  mesma  abertura
(x; i=Y¥ij=0, a;=39;, b;= bj), algumas simplificacdes podem ser feitas na equagdo
(A.2), onde apenas restaro as integrais cujos limites vao de O até a; ou b;. Aplicando -
a seguinte transformagao sobre as variaveis de integragio o e A:

O = p cosy B
{7» =psemp dhdo=p dp dy (A7)

podemos nao sé resolver uma das integrais analiticamente como hé o cancelamento da
singularidade que existe, neste caso, em o = A = 0. Os resultados finais sdo os seguin-
tes:

X a.b.
Iy= —-lr] [1 + cos (p,, pi) cos (p, pi)] [1 + cos (g, =) cos (q, )] x
z
* cosy semp 4
N X b.
cosy seny i
+f§ GG}ZI(SP’dP’SCI’dQ’ a, ’ b ’ semp) dy }
X + -

GGy(a,b,c,d,e,f,g)=FF(ab,¢,nd,f, xa,pic,g)-FF(nb,e,nc,f, ma,nd, g)+
Z + +

+FF (ra,e,nd,f,nb,nc,g) - FF(na,e,nc,f,nb,nd, g)
+ + (A9)

onde O =tan™ ./a.). uncao ¢ dada por:
de 0 1 (b;/a;). A fungdo FF e dada p
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Para A = 0 e C = 0 (argumentos de FF):

FF(A,B,C,D,E,F,G)=gar[11(2(A-C),B(E-A)-D(F-C),0)-

~112(A+C),B(E-A)+D(F-C),G)-11(2A,B(E-A)-D(F +C),G) +
+T1(2A,B(E-A)+D(F+C),I11(2C,D(F-C)-B(E+A),G)+ (A.10)
11(2C,D(F-C)+B(E+A),G)+11(0,B(E+A)-D (F+C),G)-

-11(0,B(E+A)+D(F+C),G)]

Il(a,b,c):jcicos(a+bp)f:’jkop dp A1)
0 .

Para A = 0e C = 0 (argumentos de FF):

FF(A, B, C, D, E,E,G)=Z-1C[I2(2C,D (F-C)+BE,B,G)+12(2C,D (F -~ C) - BE,B, G) -

~12(0, D, (F+C) + BE, B, G) 12 (0, D, (F + C) - BE, B, G)] (A.12)

12 (a,b,c,d) =f0d (1~cp)sen (a+bp)e %P dp (A13)

Para A = 0 e C = 0 (argumentos de FF):

E igual ao caso anterior, bastando trocar entre si os membros dos pares C,A; D,B; F,E.

Para A = C = 0 (argumentos de FF):

FF (A, B, C,D, E, F, G) = %[I 3 (BE + DF,B, D, G) +13 (BE - DF, B, D, G)] (A.14)

13 (a.b,e.¢)= ' [1 = (o+c)p+bep?] cos (ap) 17 s
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As integrais das equacdes (A.11), (A.13) e (A.15) podem ser resolvidas analiticamente
e as da equacdo (A.8) podem ser resolvidas numericamente através do método da
Quadratura Gaussiana.
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