
Antonio Andrade e Silva 1 e Reginaldo 3 

1 Departamento de Matematica, CCEN- UFPb, 58.059-900, J. Pessoa, Pb. 
2Departamento de Telematica, FEEC- UNICAMP, CP 6101, 13081-970, Campinas, SP, Brasil. 

palazzo@dt.fee. unicamp. br. 

Resumo- Neste trabalho propomos urna constru<;ao de em­
pacotamentos esfericos tendo como base codigos de bloco 
sobre o grupo 7Lq. Esta constru<;ao e urna generaliza<;ao da 
constru<;ao proposta por Costa e Silva e Palazzo [ 4]. Tabela 
e exemplos sao incluidos com os melhores empacotamentos 
esfericos obtidos atraves desta constru<;ao. Nas dimens5es 68 
e 72, urn novo recorde de densidades foi alcan<;ado. 

Abstract - We propose a construction scheme for sphere 
packing arrangements based on block codes over the Zq 
group. This scheme is a generalization of the one proposed 
by Costae Silva and Palazzo [4]. A table and examples are 
included with results from the best sphere packings obtained 
with this construction. In dimensions 68 and 72 a new density 
record is achieved. 

Palavras-chave: Empacotamento de esferas, c6digos de 
bloco, c6digos sobre grupos,codigos de classes laterais. 

1. 

A primeira proposta de constru<;ao de urn reticulado A em 
JRN utilizando urn c6digo linear foi apresentada por Leech 
e Sloane [10]. Desde entao, novos metodos de constru<;ao 
de reticulados utilizando codigos lineares foram apresenta­
dos, [1], [4], [7], [8], [9], e [12]. Para maiores detalhes sobre 
empacotamentos esfericos e reticulados sugerimos ao leitor a 
referenda [2]. 

Os metodos propostos invariavelmente utilizam do se­
guinte procedimento. Seja C = [ N, k, d]p urn codigo linear 
sobre Zp ~ GF(p), onde p e urn nfunero primo. Se identifi­
carmos Zp como subconjunto Np = {0, 1, ... ,p -1} c 7L, 
en tao 

A= U (l(c) + pZN), 
cEC 

e urn reticulado em JRN consistindo da uniao de pk classes 
laterais a esquerda de p?LN, onde Zp ~ ZlpZ e urn grupo de 
rotulos, l : z~ ---+ [7Lip7L]N e c E C. 

Os principais metodos de constru<;ao de novos empacota­
mentos esfericos, usando reticulados conhecidos, consistem 
da uniao de urn nfunero finito de elementos de uma parti<;ao. 
Mais sejam reA reticulados em JRN tal que 
A e urn subreticulado de r. En tao A induz urn a parti<;ao 

de r em [r : A] classes laterais de A. Seja [rIA] urn sis­
tema de representantes de classes laterais de A em r. Dado 
H c [rIA], LN = H + A e urn empacotamento esferico 
em IR N e e urn reticulado se, e somente se, H e urn subgrupo 
de [rIA] com a opera<;ao de adi<;ao modulo A. De urn modo 
geral, L N n = H + An e urn empacotamento esferico em 
JRNn e e urn reticulado se, e somente se, He urn subgrupo de 
[rn IAn] com a opera<;ao de adi<;ao modulo An' onde rn IAn 
e isomorfo a (r I A)n. 

Por exe111plo, sejam r = 7L e A = 27L reticulados em 
JR tal que A e urn subreticulado de r e [rIA] = {0, 1} 
urn sistema de representantes de classes laterais de A em 
r. Entao L4 = H + A 4 e urn reticulado em IR4 que tern 
A 4 como urn subreticulado e por sua vez e urn subreticu­
lado de r 4, onde o subgrupo selecionado e dado por H = 
{(0, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0)} c [r I A] 4 . Sob esta constru<;ao, L4 

apresenta urn ganho de codifica<;ao fundamental de 1.51[dB], 
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1). 
Chamamos a aten<;ao para o fato de que a constru<;ao de 

empacotamentos esfericos da forma LNn que sejam mais 
densos do que r para a utiliza<;ao em esquemas de quanti­
za<;ao e/ou codifica<;ao de canais com ruido gaussiano branco 
aditivo com faixa limitada, toma-se impraticavel quando a 
ordem da parti<;ao rIA for muito grande. Infelizmente, nao 
se conhece nenhurn metodo sistematico de selecionar o sub­
grupo H de (rIA] n de modo que o empacotamento esferico 
LNn = H +An seja mais denso do que rn. 

Seja r a ordem da parti<;ao rIA e r = rr::a1 
qi, onde 

qi = p~i, com Pi nfuneros primos distintos, 0 :::; i :::; m - 1 e 
no + ... + nm-1 :::; N. Como rIA e urn grupo comutativo 
finito, existe urn refinamento da parti<;ao rIA em uma cadeia 
de parti<;5es de m-niveis e qi-maneiras, [5], 

on de 

Ao =r, Am= 

e 
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Assim, urn metodo alternativo de constru<;ao de empacota­
mentos esfericos da forma L N n = H + A~ e considerar 0 

subconjunto H de [Ao/ Am]n definido por H = :z=::oi Hi, 
on de Hi sao subconjuntos de [ Ai / Ai+ I] n, 0 :::; i :::; m - 1. E 
claro que LNn e urn reticulado se, e somente se, cada Hie 
urn subgrupo de [Ad Ai+I]n, 0 :::; i ::; m- 1. Uma vez que 
Ai I Ai+ I e isomorfo ao grupo de rotulos '?Lqi ' 0 :::; i :::; m - 1, 
OS conjuntos Hi podem ser identi:ficados com codigos ci 
sobre '1Lqi. Assim, cada palavra-codigo Ci E ci sera iden­

tificada com urn elemento hi E Hi e 2:::::0 I hi e o represen­
tante de alguma classe lateral de A~ em A0. Portanto, LNn 
e a uniao de todas as classes laterais de A~. 

Este trabalho e constituido da seguinte forma. Na Se<;ao 
2, apresentamos urna constru<;ao multicamada, que estende 
a proposta de [4], com o objetivo de obter empacotamen­
tos esfericos com o maior ganho de codi:fica<;ao fundamental 
possivel em RNn. Na Se<;ao 3, como proposito de comple­
teza, urn algoritmo de decodi:fica<;ao com distancia limitada e 
exibido para a decodifica<;ao dos reticulados obtidos atraves 
desta constru<;ao. Na Se<;ao 4, como resultado da constru­
<;ao sendo proposta, apresentamos empacotamentos esfericos 
conhecidos e novos, onde nas dimensoes 68 e 72 urn novo 
recorde de densidades foi alcan<;ado. 

Os resultados desta se<;ao estendem a proposta de [4], 
1 ' d nm-I ' d para qua quer nurnero r, on e r = i=O qi e a ecompo-

sicao de rem fatores primos distintos. Como proposito de 
completeza, apresentamos as provas de todos os resultados 
que foram estendidos. Para maiores detalhes, [3]. 

Sejam reA reticulados em RN tal que A e urn subreti­
culado de r. En tao A induz urna parti<;ao rIA de ordem r e 
rr ~A. Se 

onde gi E gi rt A e Nqi = {0, ... 'qi -1 }, e UID'sistema 
de representantes de classes laterais fixo de A em r. En tao 
urna cadeia de parti<;oes 

com m-niveis e qi-maneiras, pode ser definida como urn refi­
namento de r /A, fazendo 

on de 

e 

com 0 :::; i ::; m - 1 urn grupo de r6tulos. 

Definh;ao 1 Sejam Ao/ AI/···/ Am-I/ Am uma cadeia de 
parti9oes de reticulados em JRN, com m-niveis e qi-maneiras, 
e Co, ... , Cm-1 c6digos de bloco sobre '?Lqi cada um de 
comprimento n. Fixado ai E [Ai/ Ai+I] - {0}, 0 :::; i :::; 
m- 1, define-se um empacotamento esferico LNn em ]RNn 
como o conjunto 

£:::, 
onde para cada Ci = (cii, ... , Cin) E Ci, Ci 0 ai = 
( Cii ai, ... , Cinai), com as palavras-c6digo ci vistas como 
um vetor real de componentes Cij E Nqi, : 0 :::; i :::; 
m - 1, : 1 :::; j :::; n e a uniiio sendo sobre todos os c6di­
gos Co, ... , Cm-I· 

Chamamos a aten<;ao de que o empacotamento esferico 
L N n e periodico, no senti do de que ele e invariante sob deslo­
camento de multiplos inteiros dos vetores basicos de A~. 0 
arranjo periodico LNn e chamado de c6digo declasse lateral 
generalizado [ 6], e denotado por 

m-1 

LNn = L (Ci 0 [Ai/Ai+1]) +A~. 
i=O 

Dados 1 E ~Nn, 1 =:=. ~:oi,(ci r~• a~ ~ Am, com 
'-'i C: Vi, Am C: i.l.m t;;; U:i C: lll.if J.l.i+1J - l V J· LllLi:lV, 

m-I 

1 = 2:: (ciiai, ... , Cinai) +(Ami, ... , Amn) 

= (~tc,\c,;,a,), ... , ~tc,'rC,;n<>i)) + (v,D, ... , VnD) 

Portanto, 1 = (uiB, ... , unB) + VD, onde uk = 
(Cok, ... , C(m-1)k), 1 :::; k :::; n, e a m-up}a formada da k­
esima Componente de cada palavra-codigo Ci E:: Ci, 0 :::; i :::; 
m - 1, isto e, Uk e urn rotulo de alguma classe lateral a es­
querda de Am em Ao, B e urna matriz m X N cujas linhas sao 
OS vetores ao, ... 'am-I, isto e, B = {gi : 0:::; i :::; m -1 }, 
pois ai = agi, a E Nqi- {0}, V = {vk: 1:::; k:::; n} e 
urna matriz m X N cujas linhas sao OS vetores Vk E zN' 1 :::; 
k :::; n, e D = M:n_, onde Mm e uma matriz geradora para o 
reticulado Am. Assim, 

1=UB+VD, 

onde U = {uk : 1 :::; k :::; n} e uma matriz n x m cujas 
linhas sao os vetores uk E N~. Isto significa que a i-esima 
linha do produto U B e urna combina<;ao linear das linhas de 
B com escalares da i-esima linha de U. Por essa razao, va­
mos considerar 
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Isto exibe explicitamente LNn como a uniao de rr::o1 ICil 
classes laterais de A~, onde ICil e a cardimilidade do c6digo 
Ci. Em particular, se qi = q e OS c6digos ci' 0 ::; i ::; m- 1, 
sao lineares, isto e, subgrupos de z~' entao 0 empacotamento 
esferico LNn e Unl reticulado em RNn (Teorema 2). Neste 

caso, 

onde "+" e a soma ordinaria em RN, "EB" e soma em Zq e 
"o" e definida por 

.L:::,. ( 1 1 ) Ci o Cj = L-q(ci1 + Cj1)j, ... , Lq(Cin + Cjn)J , 

sendo L x J o maior inteiro menor ou igual a x. No caso em 
que q = 2, temos 

Note que, quando Zq e substituido pelo corpo de Galois IF q, 
a soma acima apresenta restric;oes, pois neste caso a soma de­
pende da caracteristica do corpo. Uma altemativa e conside­
rar OS codigos ci como sen do quasilineares, [ 11]. Se qi = q 
e OS c6digos Ci, 0 ::; i ::; m- 1, SaO lineares, entao temos 0 

seguinte resultado. 

Teorema 2 Se qi = q e OS c6digos ci' : 0 ::; 'i ::; m - 1, sao 
lineares, entiio LNn e urn reticulado em IRNn_ 

Prova. E claro que 0 E LNn· Dado 1 = UB +Am ELNn· 

1 = ((1- q)U)B + (qU)B +Am· 

Assim, existe 1' = ((q - 1)U)B - A~ E LNn, onde 
A~= (qU)B+Am E A~,poisqAo ~ Am,talque1+1' = 0. 
Dados 1, 1' E LNn,: l = UB +Am e 1' = U' B +A~. Entao, 

1 + 1' = U B + Am + U' B + A~ 
= (U+U')B+Am+A~. 

Como U + U' = U EB U' + q(U o U') e ci EB c~ = ci E Ci 
temos que 

1 + 1' = U B + ~m E LNn, 

pois, U = U EB U' e Xm = q(U o U')B +Am+ A~ E A~. 
Portanto, LNn e urn subgrupo de JRNn_ 

0 teorema a seguir determina uma cota da minima distan­
cia euclidiana quadnitica dos empacotamentos esfericos da 
Definic;ao 1. 

Teorema 3 rnino::;i::;m-1 { dH(Ci)~in(Ai), ~in(Am)} < 
d~in (LNn) ::; ~in (Am). Em particular, se Co ~ · · · C 
Cm-1 e qi = q, 0::; i ::; m- 1, entao 

Corohirio 4 Se Co ~ · · · ~ Cm-l e qi = q, 0 ::; 
i ::; m - 1, entiio dados 1 E LNn,: 1 = UB + Am 
e uk =/= 0, para algum k,: 1 ::; k ::; n, temos que 
N(l) = d~in(LNn) se, e somente se, ws(ci) = dH(Ci) 
e d~in(LNn) = ds(Ci)~in(Ai), 0 ::; i < m- 1, onde 
uk = (cok, ... , Cm-lk) =/= 0 implica que ci i 0 para algum 
i,: 0 ::; i ::; m- 1. 

0 caJculo do coeficiente de erro E(LNn) do reticulado 
LNn em RNn e feito atraves da funr:;iio Teta de Jacobi, 
eLNn (z), (2], isto e, 

K 

eLNn(z) = L L qN(.\+hj-hl), 

j=1.\EA~ 

onde q = ei-rrz' hj E { :z:::~ 1 
( Ci ® gi) : Ci E ci} e K = 

rr:~ 1 ICil, pois LNn e urn empacotamento peri6dico. 
Com o prop6sito de comparac;ao, sera conveniente norma­

lizar 0 coeficiente de erro para duas dimensoes, isto e, 

- L:::,. 2 
E(LNn) = Nn E(LNn)· 

Como 0 empacotamento esferico LNn em RNn e perio­
dico, a densidade L N n e dada por 

~(L ) ~ m-1 IC·I V(Ep(O)) 
Nn 'L V(A )n' 

i=O m 

onde p = !drnin(LNn). Consequentemente, a densidade de 
~"""nh-n A.,. T. •• A 1'1-::oAo::~~ nn-r 

m-1 
L:::,. 

8(LNn) = 
i=O 

0 ganho de codificac;ao fundamental do empacotamento 
esferico LNn em RNn e dado, [6], por 

(L ) ~ d~in(LNn) 
'"'( Nn - 2 ' 

[V(LNn)]"N"n 

onde V(LNn) e o volume da regiao de Voronoi em LNn· 
Para calcular o ganho de codificac;ao fundamental devemos 
encontrar o volume de uma regiao de Voronoi de LNn· Como 
LNn e peri6dico, basta considerar apenas urn periodo, 0 qual 
corresponde a uma regiao congruente a regiao fundamental 
basica de A~n, pois LNn e a uniao de rr:~1 I ci I classes 
laterais a esquerda de A~ n. Assim, esta regiao contem 

n:c; 1 
1 ci 1 centros de esferas, uma vez que as regioes de 

Voronoi destes centros cobrem esta regiao. Desse modo, te­
mos que 

Portanto, 0 ganho de codificac;ao Ilrnld.aineiltal de LNn e dado 
por 
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Neste caso, temos a seguinte relac;ao 

Nn 

8(LNn) = ( 'Y(~Nn)--,--

Note que, o ganho de codificac;ao fundamental f'(LNn) 
mede urna componente do ganho de potencia que pode ser 
alcanc;ado usando urna constelac;ao de sinais S com base no 
reticulado LNn relativo a urna constelac;ao de sinais com base 
emzNn. 

Com o proposito de completeza, apresentarnos nesta se­
c;ao o algoritmo de decodificac;ao, [4], para os empacotamen­
tos esfericos LNn de ~Nn obtidos com a construc;ao multi­
camada da Sec;ao 2. Este algoritmo pode ser usado para a 
quantizac;ao de vetores e/ou para a decodificac;ao de codigos 
reticulados, isto e, urn subconjunto finito de pontos de urn 
reticulado, para urn canal gaussiano. Para maiores detalhes 
sobre codificac;oes e algoritmos de decodificac;oes de reticu­
lados, [2] ou [3]. 

Urn algoritmo de decodificar;iio por maxima verossimil­
hanr;a ou simplesmente algoritrno ML para urn reticulado 
r em lR N e urn algoritmo que, dado X E IR N' en contra 
urn ponto de r mais proximo de X do que qualquer OUtrO 
ponto de r' isto e, dado X E IR N existe A E r tal que 
N(x- .\) ~ N(x- 'A') para todo ).' E r, ,\ =/= .\', onde N(x) 
denota a norma do vetor x. Assim, urna regiao de decisao de 
urn algoritmo de decodificac;ao por ML para r e essencial-
~~~-~-~ ,.....,,., ... ,...,.~::;:"" rlo "\Jn..-nn"; n~1"~ f' c~ hrn ~mhianirJ~flp Pn-

~~~~id~~~ r~;~lver empate na~ fronteira. Note qu;, se 4>(.\) e 
o ponto mais proximo de r para x E JRN, entao r +<I>(.\- r) 
e 0 ponto mais proximo de r + r para X E JRN. Portanto, 
urn algoritmo de decodificac;ao por ML de urn reticulado r 
pode ser usado como urn algoritmo de decodifica<;ao por ML 
de urna translac;ao de r. Como a medida de distancia de urn 
reticulado I' em JRN e invariante por translac;ao temos que 0 

algoritmo por ML para rem ffi.N e invariante por translac;ao. 
Urn algoritmo de decodificar;iio com distdncia limitada 

para urn empacotamento esferico rem JRN e urn algoritmo 
com a seguinte propriedade: dado x E ffi.N se existe ). E r 
tal que N(x- ,\) < ~in(r)/4, entao x sera decodificado 
como 'A. A seguir apresentamos urn algoritmo de decodifica­
c;ao com distancia limitada ou algoritmo de decodificac;ao por 
estagio, [4], para os empacotamentos esfericos LNn em ffi.Nn 
obtidos atraves da construc;ao proposta na Sec;ao 2 . 

......... ,..."" ...... ""A a: Dado r E JRnN. 

Passo 0 - Fac;a ro = r e decodifique ro no ponto (co® go) + 

~1 maisproximodoreticuladoro = (Co®[Ao/AI])+ 
A]_ emRnN; 

Passo 1 - Fac;a r1 = ro - (co ® go) e decodifique r 1 
no ponto (ci ® gl) + ~2 mais do reticulado 

= (C1 ® [A1/ A2]) + A2 em ffi.nN; 

rm-1 = rm-2 - (Crn-2 ® gm-2) 
(cm-1 ® gm-1) + )::m 
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mais proximo do reticulado r m-1 = ( Cm-1 ® 
[Am-1/Am]) +A~ em RnN_ 

Portanto, r sera decodificado como f = fJ B + ~m E LNn, 
. ""'m-2 (_...... ) p01s rm-1 = ro- L._...i=O ci ® gi . 
0 proximo resultado e uma extensao para o empacota­

mento esferico L N n de urn resultado semelhante para reticu­
lados em [4], onde omitiremos as demonstrac;oes (veja [13] 
para maiores detalhes ). 

Lema 5 Se qi = q e OS c6digos ci' : 0 ~ i ~ m - 1, silo 
lineares, entiio o algoritrno A a e invariante por translar;iio. 

Teorema 6 Dado r E ffi.Nn, se Co ~ · · · ~ Cm-1,: qi = 
q, : 0 ::; i ~ m - 1, e existe l E L N n tal que N ( r - l) < 
d;,in ~LNn), entiio r sera decodificado corretamente pelo al­
goritmo A a. 

• 
0 conjunto de pontos r E JRNn que mapeia para o ponto 0 

e charnado a regiiio de decisiio, isto e, 

Ra(O) = {r E RNn: N(r)::; d~in(LNn)/4}, 

do algoritmo A a. Pelo Lema 5 todas as regioes de decisao 
Ra(l) sao congruentes e, Ra(l) = l + Ra(o) para todo 
l E LNn· Neste caso, Ra(o) e urna regiao fundamental para 
T ~'"'~~~ ~~ ,.,.,.f",. ... ..,., 1? fn\ ria. t'on+rn n cT.~. "' 1"'=1l/'\ 
-!VH" ------ -- f'' I 

p = dmin(LNn)/2, devem tocar-se, temos que existem pon-
tos de norma igual a p2 na fronteira de Ra ( 0). 0 nUm.ero de 
pontos na fronteira de Ra ( 0) com norma igual a p2 e o coefi­
ciente de erro efetivo de LNn e, denotaremos por Ee(LNn). 
Em geral, Ee(LNn) 2:: E(LNn)· Assim, A a e urn algoritmo 
subotimo, ou equivalentemente, A a e urn algoritmo de deco­
dificac;ao com distancia limitada para o empacotamento esfe­
rico LNn em RNn. 

0 proximo resultado e uma extensao para 0 reticulado L N n 

de urn resultado semelhante para reticulados em [4]. Omiti­
remos a demonstrac;ao, porem, a mesma pode ser encontrada 
em [13]. 

Teorema 7 Se Co~···~ Cm-1 e qi = q, 0::; i ~ m -1, 
entiio o coeficiente de erro efetivo Ee(LNn) e dado por 

onde 

nE(Am), se ::~in (Am) =~in (LNn) 
0, se :: d~in (Am) > ~in (LNn) 
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A seguir, iremos apresentar o ca.lculo aproximado da com­
plexidade de decodificayao do algoritmo Aa para o empaco­
tamento esferico LNn· Para maiores detalhes e exemplos, ver 
[4]. 
Primeiro. Dado ri = (ril, ... , rin), rij E IRN, 0 ::; i ::; 
m- 1, 1 ::; j ::; n, entao para cada i = 0, ... , m- 1, o 
algoritmo escolhe urn Cij E Nqi que esteja mais proximo de 
cada uma das componentes r ij de r i, 1 ::; j ::; n, isto e, 

Note que dij e a minima distancia euclidiana quadnitica de 
cada classe lateral a esquerda de Ai+ 1 em Ai da componente 
recebida r ij, 1 ::; j ::; n. 
Segundo. Para cada i = 0, ... , m - 1, seja ci = 
( cil, . . . , Cin) uma aproximayao para a palavra-c6digo ci = 
( Cil' . . . ' Cin) E ci. En tao urn algoritmo de decodificayao 
suave para decodificar Ci, (Apendice de [7] ou [15]), e usado 
para corrigir erros em ci, e a palavra resultante e uma palavra­
c6digo ci E Ci. isto e, 

Como a norma e uma medida de distancia aditiva e 

m-1 m-1 

min(L Xi)= L (minXi), 
i=O i=O 

temos que 

n 

di = L dij, 0 ::; i ::; m - 1. 
J=l 

A relas;ao de degradayao de desempenho em [dB] por redu­
s;ao de complexidade em [oitavas], [4], do reticulado LNn e 
dada por 

Note que urn algoritmo de decodificayao misto pode al­
cans;ar o melhor compromisso entre desempenho e complexi­
dade, isto e, no primeiro passo do algoritmo A a usamos urn 
decodificador com decisao suave por ML e urn decodifica­
dor com decisao abrupta sub6timo nos passos subsequentes. 
Para comparayoes do algoritmo A a com outros algoritmos, 
ver [3]. 

Nesta seyao apresentaremos alguns exemplos de em­
pacotamentos esfericos como ilustras;oes da construs;ao mul­
ticamada da Seyao 2, bern como a obtenyao de seus principais 
parfunetros. Para mais exemplos e comparayoes, ver [4]. 

Exemplo 8 Seja Ao/ A1 / A2 uma cadeia de parti9oes, com 
2-niveis e 2-maneiras, onde Ao = 71} eo reticulado cubico 
em IR2 com uma matriz geradora 

Finalmente, como o algoritmo A a para LNn usa apenas a 
palavra c6digo Ci E Ci para minimizar di e 

e Ai = T~ ( Ao), i = 1, 2, os subreticulados de Ao induzidos 
r i = { Ci 0 gi : Ci E ci} + Ai+ 1 = u ( Ci 0 gi + Ai+ 1) pelo endomorfismo T2 de Ao definido pel a matriz 

CiECi 

= U {(cilgi +Ail,··· , Cingi + Ain): Aij E Ai+l}, 
CiECi 

0 ::; i ::; m- 1, a complexidade para decodificar ri e dad~ 
aproximadamente por 

Nv(ri) = n (Nn(Ai/ Ai+l) + 1) + Nn(Ci), 

onde Nn(Ai/ Ai+l) e a complexidade do algoritmo ML 
usado para decodificar a partiyao Ad Ai+1, (Apendice [7]), 
e f~ D ( Ci) e a complexidade do algoritmo com decisao suave 
por ML usado para decodificar Ci. Portanto, a complexidade 
para 0 algoritmo A a para L N n e dada por 

m-1 

N]J(LNn) ~ L Nn(ri) + mnN, 
i=O 

on de mnN refere-se aos passos do algoritmo A a que calcula 
cada ri a ser decodificado em rela<;ao a ri, no passo subse-

coxnp.lex:tdalje normalizada e dada por 

N'b(LNn) = n~Nt(LNn)· 

que escala Ao por J2 e rotaciona por 45°. Neste casQ, 
go (1, 0), gl = (1, 1), ~in (L2n) 

mino::=;i::;I{2idH(Ci),4}, V(L2n) = 22n-k e 

!'(L2n) = 2 k-;.
2

n ~in (L2n), onde k = ko + k1. 
Usaremos a nota9ao [n, k, d]q para um c6digo sabre 

G F ( q ), com comprimento n, dimensao k e distancia de Ham­
ming d. 

(1) Para OS c6digos Co = [2, 1, 2]2 e cl = [2, 2, 1]2, 
Tabela-1 de [14], temos 

I: M(0)(co)+ 
WH(co)=dH(Co) 

+ I: M(l) ( c1) 
wH(cl)=dH(Cl) 

= M(O) (co)+ 2M( I) ( c1). 



Para co = (11), obtemos 

e 

M(0)(co) = 
2 

I: f1 [E(O)(cokgo + c1kgl + A2)] 
c1EC1 k=l 

wH(cl*co)=wH(cl) 
= E(o) (g0 + A2)2 + 2E(o) (go+ A2) x 
E(O) (go + g1 + A2) + E(O) (go + g1 + A2)2 

= 22 + 2.2.2 + 22 = 16. 

Logo, 

E(L4) = 24 :: e :: E(L4) = 12. 
Ee(L4) = E(O)(Co)E(0)(Al)dH(Co)+ 

E(l)( Cl)E(l) (A2)dH(Cl) 

= 42 + 2.41 = 24 :: e :: Ee(L4) = 12. 

Final mente, 

N1J(L4) = 2(ND(Ao/Al) + 1) +ND(Co)+ 
+2(ND(AI/ A2) + 1) + ND(C1) + 8 
= 6 + 4 + 6 + 2 + 8 = 26. 

Note que L 4 e similar ao reticulado do tabuleiro de 
xadrez D4 em R4 , [2]. 

(2) Para OS c6digos Co = [4, 1, 4]2 e cl = [4, 3, 2]2, 
Tabela-l de [14J, obtemos 

d~in (Ls) = 4,: V(Ls) = 2\ 

f'(Ls) = 3, 01[dB],: E(Ls) = 60,: Ee(Ls) = 92 

e :: ND(Ls) =52. 

Como Nv(L8 ) = 72, [2], temos que a relar;ao de 
degradar;ao de desempenho em [dB] por redur;ao de 
complexidade em [oitavas] do reticulado L 8 e dada 
por 

,6(Ls) = 0.29. 

Note que L8 e similar ao reticulado de Gosset Es em 
R8, [2]. 

J£x~empio 9 Seja Aol A1 ···I Am uma cadeia de partir;oes, 
com m-niveis e 3- e/ou 4-maneiras, onde Ao = eo reti­
culado hexagonal em R2 com uma matriz geradora 

Mo=[~ 4l 

de 
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e Ai = T~(Ti(Ao)), i,j = 0, 1, ... ,m, os subreticulados 
de A0 induzidos pelos endomorfismos T3 e T4 de A0 defini­
dos pel as matrizes, [2 ], 

[Ta] = [ _J ~ ] ::: e ::: [T<] = [ ~ ~ ]· 

Usando as cadeias de partic;oes do reticulado hexagonal 
A2, reproduzimos todos os empacotamentos esfericos da 
Tabela-VIII de (9]. Como urn exemplo, seja Aol A1l A2 uma 
cadeia de partic;oes, com 2-niveis, onde Ao = A 2, A1 = 
T4(Ao) e A2 = T3(A1). Entao para os c6digos Co = 
[18, 9, 8]4, C0 = [30, 15, 12]4, Tabela-VI de [9], e C1 = 
[18, 17, 2]3, c~ = [30, 26, 3)3, Tabela-V de [9], obtemos OS 

empacotamentos esfericos L36 e L 6o, que sao os mais densos 
em suas dimensoes. 

Seja Aol A1 ···I Am uma cadeia de partic;oes, com m­
niveis e 4-maneiras, on de Ao = D 4 e o reticulado do ta­
buleiro de xadrez em R4 com uma matriz geradora 

[
2 1 1 1] 
0 1 0 0 

Mo = 0 0 1 0 

0 0 0 1 

e Ai = Ti(Ao), i = 0, 1, ... , m, os subreticulados de Ao 
induzidos pelo endomorfismo T4 de Ao definido pela matriz 

[ ~ -~ ~ 
0 0 1 
0 0 1 

~ ]· 
-1 

U san do os melhores c6digos quatemarios conhecidos, 
Tabela-VI de (9], e a cadeia de partic;oes do reticulado D4, 
obtemos uma variedade de empacotamentos esfericos mo­
strados na Tabela 1, onde OS c6digos ci = [n, ki, di]4 nas 
quatro colunas da tabela sao provenientes da Tabela-VI de 
[9]. Na quinta coluna, esta o ganho de codificac;ao funda­
mentalf'(LNn), em [dB], dos empacotamentos propostos e 
na sexta coluna f'CS e f'kp representam o ganho de codifi­
cac;ao fundamental, em [dB], dos melhores empacotamentos 
da Tabela 3.1 de [2] e da Tabela-VIII de (9], respectivamente. 
Finalmente, na setima co luna temos a dimensao dos empaco­
tamentos LNn· 

Nas dimensoes 68 e 72, os empacotamentos esfericos ob­
tidos (Tabela 1) sao mais densos do que os correspondentes 
da Tabela VIII de [9]. As densidades de centros destes empa­
cotamentos esfericos sao 8(L68 ) ~ 224·95 e 8(L72 ) ~ 230·73 , 
respectivamente. Os empacotamentos esfericos obtidos com 
esta construc;ao dependem muito dos c6digos e dos endomor­
:fismos a serem utilizados, uma vez que a utilizac;ao de c6di-
gos com distancias de maiores para os primeiros 
niveis da partic;ao em melhores empacotamento dos 
subc6digos para urn endomor:fismo apropriado. Para maiores 
detalhes 
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Co c1 c2 c3 r(LNn)[dB] f'[dB] Nn 
[2, 1, 2] [2, 2, 1] [2,2, 1] [2, 2, 1] 3.01 3.01cs Ls 
[3,2,2] [3,3,1] [3,3, 1] [3,3, 1] 3.51 3.63cs L12 
[4, 1,4] [4,3,2] [4,4, 1] [4,4, 1] 4.52 4.52cs L16 
[5,2,4] [5,4,2] [5, 5, 1] [5, 5, 1] 5.12 5.12cs L2o 
[6,3,4] [6, 5,2] [6,6, 1] [6,6, 1] 5.52 6.02cs L24 
[7,3,4] [7,6,2] [7, 7, 1] [7, 7, 1] 5.38 5.81cs L2s 
[8, 1,8] [8,4,4] [8, 7,2] [8,8, 1] 6.02 6.28cs L32 
[9, 1, 9] [9, 5,4] [9,8,2] [9, 9, 1] 6.19 6.38kp L35 
[10,2,8] [10,6,4] [10, 9, 2] [10, 10, 1] 6.62 6.62cs L4o 
[11, 2,8] [11, 7,4] [11, 10, 2] [11, 11, 1] 6.71 6.98cs L44 
[12,3,8] [12,8,4] [12, 11, 2] [12, 12, 1] 7.02 7.78cs L4s 
[13,4,8] [13,9,4] [13, 12, 2] [13, 13, 1] 7.30 7.30kp Ls2 
[14, 5,8] [14, 10,4] [14, 13, 2] [14, 14, 1] 7.53 7.52kp Ls6 
[15,6,8] [15, 11, 4] [15, 14, 2] [15, 15, 1] 7.73 7.77kp L6o 
[16, 1, 16] [16, 7,8] [16, 12,4] [16, 15, 2] 8.10 8.10cs L64 
[17, 1, 17] [17,8,8] [17, 13,4] [17, 16, 2] 8.23 8.01kp L6s 
[18, 1, 18] [18,9,8] [18, 13,4] [18, 17, 2] 8.59 8.16kp L12 
[19, 9,8] [19, 14,4] [19, 18, 2] [19, 19, 1] 8.16 8.24kp L16 
[20, 2, 16] [20, 10, 8] [20, 15,4] [20, 19, 2] 8.43 8.73cs Lso 
[21, 3, 16] [21, 10, 8] [21, 16,4] [21, 20, 2] 8.53 8.54kp Ls4 
[22, 3, 16] [22, 11, 8] [20, 17, 4] [22, 21, 2] 8.62 8.58kp Lss 
[23, 3, 16] [23, 12, 8] [23, 18, 4] [23, 22, 2] £' 8.70 8.72kp L92 
[24,4, 16] [24, 13,8] [24, 19, 4] [24, 23, 2] 8.91 9.29cs Lg6 
[25, 5, 16] [25, 14, 8] [25, 20, 4] [25, 24, 2] 9.09 9.07kp L10o 

Tabela 1. Empacotamentos esfericos obtidos de parti<;oes do reticulado D 4 . 

Neste trabalho foi proposta uma constru<;ao multinivel para 
a obten<;ao de empacotmentos esfericos ou reticulados com 
expressoes explicitas para os seus principais parametres. Os 
empacotamentos esfericos obtidos com esta constru<;ao de­
pendem dos codigos e dos endomorfismos a serem utilizados, 
uma vez que a utiliza<;ao de codigos com distancias de Ham­
ming maiores para os primeiros niveis da parti<;ao implica em 
melhores empacotamento dos subcodigos para urn endomor­
fismo apropriado. Nas dimensoes 68 e 72, urn novo record<? 
de densidades foi alcan<;ado. 
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