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Resumo - Neste trabalho propomos uma construgio de em-
pacotamentos esféricos tendo como base codigos de bloco
sobre o grupo Z,. Esta construgdo ¢ uma generalizagdo da
construgdo proposta por Costa e Silva e Palazzo [4]. Tabela
e exemplos sdo incluidos com os melhores empacotamentos
esféricos obtidos através desta construggo. Nas dimensdes 68
e 72, um novo recorde de densidades foi alcangado.

Abstract - We propose a construction scheme for sphere
packing arrangements based on block codes over the Z,
group. This scheme is a generalization of the one proposed
by Costa e Silva and Palazzo [4]. A table and examples are
included with results from the best sphere packings obtained
with this construction. In dimensions 68 and 72 a new density
record is achieved.

Palavras-chave: Empacotamento de esferas, codigos de
bloco, cddigos sobre grupos,codigos de classes laterais.

1. INTRODUCAO

A primeira proposta de construgdo de um reticulado A em
RY utilizando um cédigo linear foi apresentada por Leech
e Sloane [10]. Desde entdo, novos métodos de construgdo
de reticulados utilizando codigos lineares foram apresenta-
dos, [11, [41, [71, [8], [9], € [12]. Para maiores detalhes sobre
empacotamentos esféricos e reticulados sugerimos ao leitor a
referéncia [2]. .

Os métodos propostos invariavelmente utilizam do se-
guinte procedimento. Seja C = [N, k, d], um c6digo linear
sobre Z,, = GF(p), onde p ¢ um niimero primo. Se identifi-
carmos Z, com o subconjunto N, = {0,1,... ,p—1} C Z,
entio

A=) +pz),
ceC

é um reticulado em RY consistindo da unidio de p* classes
laterais a esquerda de pZ”, onde Z,, >~ Z /pZ ¢ um grupo de
rétulos, 1 : ZY — [Z/pZ)N ec € C.

Os principais métodos de construgio de novos empacota-
mentos esféricos, usando reticulados conhecidos, consistem
da unifio de um nimero finito de elementos de uma partig8o.
Mais precisamente, sejam I' e A reticulados em RY tal que
A é um subreticulado de T. Entdo A induz uma partigio I'/A

de T em [T : A] classes laterais de A. Seja [['/A] um sis-
tema de representantes de classes laterais de A em I'. Dado
H c T'/A], Ly = H + A é um empacotamento esférico
em RY e é um reticulado se, e somente se, H ¢ um subgrupo
de [['/A] com a operaggo de adigdo médulo A. De um modo
geral, Ly, = H + A™ é um empacotamento esférico em
RN™ ¢ ¢ um reticulado se, e somente se, H é um subgrupo de
[['™/A™] com a operagao de adi¢do médulo A™, onde I'™/A™
¢ isomorfo a (I'/A)™.

Por exemplo, sejam I' = Z e A = 2Z reticulados em
R tal que A é um subreticulado de I" e [T'/A] = {0,1}
um sistema de representantes de classes laterais de A em
T. Entio Ly = H + A* é um reticulado em R* que tem
A# como um subreticulado e por sua vez é um subreticu-
lado de ™%, onde o subgrupo selecionado é dado por H =
{(0,0,0,0),(1,1,0,0)} C [C/A]*. Sob esta construgio, L,
apresenta um ganho de codlﬁcag:ao ﬁmdamental de 1.51 [dB]
})Ul LG.LILU llldlb uuu.)u UU yue .L vu .I.
1.

Chamamos a atengfio para o fato de que a construgio de
empacotamentos esféricos da forma Ly, que sejam mais
densos do que I para a utilizagdo em esquemas de quanti-
zacHo e/ou codificagdo de canais com ruido gaussiano branco
aditivo com faixa limitada, torna-se impraticavel quando a
ordem da partigdo I'/A for muito grande. Infelizmente, nfo
se conhece nenhum método sistematico de selecionar o sub-
grupo H de [T'/A]™ de modo que o empacotamento esférico
Lyn = H + A™ seja mais denso do que I'™. ’

Seja 7 a ordem da partigio I'/A e T = HZ—Ol g;, onde
g = pZ , com p; numeros primos distintos, 0 <¢ <m—1e
no+ -+ nm—1 < N. Como I'/A é um grupo comutativo
finito, existe um refinamento da parti¢do I'/A em uma cadeia
de parti¢des de m-niveis e ¢;-maneiras, [5],

\V\.:Ja lJa.l l,\/ 1 uU A./A\ALAPA\)

No/M/ - [Amr/Am,

onde

Ao = F, Am = A, A.L' = [Ai/Ai+1] + Ai+1

|Ai/Aspal=q;, 0<i <m—1.
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Assim, um método alternativo de construgio de empacota-
mentos esféricos da forma Ly, = H + A}, é considerar o
subconjunto H de [Ag/A,]" definido por H = Y7} H;,
onde H; sdo subconjuntos de [A;/A;4+1])",0 <3 <m—1.E
claro que Ly, é um reticulado se, e somente se, cada H; €
um subgrupo de [A;/A;1+1]",0 < i < m — 1. Uma vez que
A;/Ai+1 é isomorfo ao grupo derétulos Zg,, 0 <i < m-—1,
os conjuntos H; podem ser identificados com cddigos C;
sobre Zg,. Assim, cada palavra-cédigo c; € C; serd iden-
tificada com um elemento ; € H; e "7 h; é o represen-
tante de alguma classe lateral de A”, em Af. Portanto, Ly,
¢ a unifo de todas as classes laterais de A7),.

Este trabalho é constituido da seguinte forma. Na Segdo
2, apresentamos uma constru¢fo multicamada, que estende
a proposta de [4], com o objetivo de obter empacotamen-
tos esféricos com o maior ganho de codificagdo fundamental
possivel em RV™. Na Segdo 3, com o propésito de comple-
teza, um algoritmo de decodificagio com distdncia limitada ¢
exibido para a decodificago dos reticulados obtidos através
desta construgcdo. Na Seg¢Zo 4, como resultado da constru-
¢do sendo proposta, apresentamos empacotamentos esféricos
conhecidos e novos, onde nas dimenstes 68 e 72 um novo
recorde de densidades foi alcangado.

2. CONSTRI.’JGI\O DE EMPACOTAMEN-
TOS ESFERICOS

Os resultados desta seg@o estendem a proposta de [4],
para qualquer numero 7, onde r = H;’io g; € a decompo-
sicdo de r em fatores primos distintos. Com o propdsito de
completeza, apresentamos as provas de todos os resultados
que foram estendidos. Para maiores detalhes, [3].

Sejam T' e A reticulados em RY tal que A é um subreti-
culado de I". Entfo A induz uma parti¢o I'/A de ordem r e
rI" C A. Se

m—1

[T/A] = {Z a;g; : a; € N(}i}?
=0

ondeg, €, gi¢AeNy, ={0,...,¢— 1}; € um'sistema

de representantes de classes laterais fixo de A em I'. Entdo
uma cadeia de parti¢Ges

Ao/Ar/ - [Am—1/Am,

com m-niveis e ¢g;-maneiras, pode ser definida como um refi-
namento de I'/ A, fazendo

A() = P, Am =Ae Az = [Az/Az_(..l} +A¢+1,
onde
[Ai/Aiv1]) = {aigi: a;s €Ng}, 8 € Ay g € Ajpq
[Ai/Aipa1l=gi, 0 < i <m 1,

com Zg, ~ A;/Air1, 0 <4 < m — 1 um grupo de rétulos.
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Definigdo 1 Sejam Ao/Ay/ -+ /Am—1/Mm uma cadeia de
partigbes de reticulados emR", com m-niveis e q;-maneiras,
e Co, ... ,Cm—1 codigos de bloco sobre Z4, cada um de
comprimento n. Fixado o; € [A;/A;11] — {0},0 < i <
m — 1, define-se um empacotamento esférico Ly, em RV™
como o conjunto

m-1
LNné {Z(ci@)ai):cieCi,Ogigm-l}+A:‘n
=0

= (Z(q@az)—f-./&”)

c,€C; =0
o
onde para cada ¢; = (c;1,...,cin) € Ci, ¢ @ o5 =
(ci104, . .., ciney), com as palavras-cédigo c; vistas como

um vetor real de componentes c;; € Ng,: 0 €4 <
m—1,:1 < j < n e aunido sendo sobre todos os codi-
gos Co, ... ,Cm_1.

Chamamos a atengdo de que o empacotamento esférico
L nn, € periddico, no sentido de que ele € invariante sob deslo-
camento de multiplos inteiros dos vetores basicos de A7,. O
arranjo periédico Ly, € chamado de cddigo de classe lateral
generalizado [6], e denotado por

m~—1
n= > (Ci® [Ai/Aia]) + A,
=0
Dados 1 € LNn, 1 = 21—0 (c;: ® az) + Am, com
v o< Ci Am < um Cuw; < [1‘11/1x1+1J - {U] Lulau,
m—1
1 = Z (Cilaiy ces acinai) + ()\mly .. :Amn)
1'_179—1 m—1
= < Z (cilai), ey ZO (c,-nai)) + (VlD, . ,VnD)
=0 i=

Portanto, 1 = (wB,...,upB) + VD, onde uy =
(coky -+ sCm—-1)k); 1 < k < n, é a m-upla formada da k-
ésima componente de cada palavra-codigo c; € C;, 0 <7 <
m — 1, isto é, u € um rétulo de alguma classe lateral a es-
querda de A, em Ag, B é uma matriz m x N cujas linhas sio
0s vetores ag, ... , m—1,ist0 é, B ={g; : 0 <i <m—1},
pois a; = ag;, a € Ny, — {0}, V ={vi: 1<k <n}é
uma matrizm x N cujas linhas s3o os vetores v, € ZV, 1 <
k < n,e D = M}, onde M,, é uma matriz geradora para o
reticulado A,,,. Assim,

1=UB+VD,
onde U = {ux : 1< k < n} éuma matrizn X m cujas
linhas sdo os vetores ug € Ng?. Isto significa que a i-ésima
linha do produto U B é uma combinagio linear das linhas de
B com escalares da i-ésima linha de U. Por essa razio, va-
mos considerar

1=0

m—1
LNn={Z(ci®gi)3 CiECi,OSiSm—l}—}-A:'n.
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Isto exibe explicitamente Ly, como a unido de HZ”:? ICy
classes laterais de A7, onde |C;| é a cardinalidade do codigo
C;. Em particular, se g; = g e os cédigos C;, 0 < ¢ <m—1,
sdo lineares, isto ¢, subgrupos de Z7, entdo 0 empacotamento
esférico Ly, € um reticulado em R™N™ (Teorema 2). Neste
caso,

citc;=c;®c;+q(ciocs),

onde “+" é a soma ordindria em RY, “@" é soma em Z, e
“o" ¢ definida por

' 1
coes 2 (12ent el e+ el )
sendo [z o maior inteiro menor ou igual a z. No caso em
que ¢ = 2, temos
L (cik + ¢j)] = cikcir, 1 <k <.

Note que, quando Z, ¢ substituido pelo corpo de Galois I,
a soma acima apresenta restri¢des, pois neste caso a soma de-
pende da caracteristica do corpo. Uma alternativa € conside-
rar os codigos C; como sendo quasilineares, [11]. Se ¢; = ¢
e os codigos C;, 0 <7 < m — 1, sdo lineares, entdo temos o
seguinte resultado.

Teorema 2 Se g; = q e 0s cédigos C;,: 0 <t <m —1, sdo
lineares, entdo Ly, é um reticulado em RN™.

Prova. E claro que 0 € Ly,. Dadol = UB + \,;, €Ly».

To—e™ o
S AN o

1=(1-qU)B+(qU)B+ M.

Assim, existe I = ((¢ — 1)U)B — X,, € Lyn, onde
= (qU) B+ € AT, poisqAo C Ap,talquel+l = 0.

Dados 1,V € Lyn,:1=UB+ M\, el =U'B+ ). Entio,
1+V =UB+ A, +U'B+X,
‘ = (U +U)B+ Ay + ..
ComoU+U =UaU +qUolU')ec;dc;, =T, €C;

temos que
1+ =TUB+An € Lyg,

pois, U =U @ U e rp =qU oU)B+ A+ A, € A
Portanto, Ly, é um subgrupo de RV™. B

O teorema a seguir determina uma cota da minima distin-
cia euclidiana quadratica dos empacotamentos esféricos da
Defini¢o 1.

Teorema 3 mln0<z<m— {da(Ci)dln(As), doyin (A m)} <
d2. . (Lnn) < 2, (Ay). Em particular, se Co C -

Cm-1e¢=4¢q, 0<i<m—1, entdo

d?mn(Am)}

i (Livn) = Osggliﬁ_l{dH(Ci)N(Ai)a
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Corolériod Se Co C - C Cryeq = ¢ 0 <
1 < m — 1, entdo dados lGLNn,: I = UB+ M
eur # 0, para algum k,: 1 < k < p, temos que
N() = dfmn(LNn) se, e somente se, wH(c) = dy(Ci)
e &2 (Lnn) = dr(Ci)d2;, (M), 0 < i < m — 1, onde
Uy, = (Coks - - - Cm—1k) # O implica que c; s 0 para algum
5,:0<i<m-—L

B

O célculo do coeficiente de erro E(Lyy,,) do reticulado
Ly, em RN™ §é feito através da funcdo Téta de Jacobi,
01 (2), [2], istO €,

GLNn (Z

)= i z IO+ —h)

i=1XeAn,

onde ¢ = ™, h; € {Zﬁ;l(ci ®g): ¢ e C-} e K =
Hz-—O |Cil, pois Lny, € um empacotamento periédico.

Com o propoésito de comparagio, sera conveniente norma-
lizar o coeficiente de erro para duas dimensGes, isto €,

i 2
E(Lyn) & 7= E(Luvm).

Como o empacotamento esférico L, em R™™ & perio-
dico, a densidade Ly, € dada por

H}C’I

=0

V(E, (0))

ALyn) 2 T

onde p = 2dmin(Lnn). Consequentemente, a densidade de
rentra Aa T . A Aada nar
m—1 Nn
A
6(Lyn) = C;
(L) 2 T 10 5

O ganho de codificagdo fundamental do empacotamento
esférico L, em RV™ ¢ dado, [6], por
A dmm (LN ‘n)

1) =

- onde V(Lyy,) é o volume da regido de Voronoi em L.

Para calcular o ganho de codificagdo fundamental devemos
encontrar o volume de uma regifo de Voronoi de L ,,. Como
L nn € periddico, basta considerar apenas um periodo, o qual
corresponde a uma regido congruente a regxao fundamental
basica de A", pois Ly, € a unifio de Hz"O | C;| classes
laterais 4 esquerda de AXN"™. Assim, esta regiio contém
125" | Cs| centros de esferas, uma vez que as regides de
Voronoi destes centros cobrem esta regifo. Desse modo, te-
mos que

V(Lia) = gk = Zon L
zl——_—Io 1 '1.—_.[() G

Portanto, o ganho de codificacfio fundamental de L v, € dado
por

—Nz? d?hln(LNn)
Y(Lyn) = (H | z) —-—w—V(Am)% .

=0
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Neste caso, temos a seguinte relagio

s = (22) ¥

Note que, o ganho de codificaggic fundamental (L)
mede uma componente do ganho de poténcia que pode ser
alcancado usando uma constelacdo de sinais S com base no

reticulado L, relativo a uma constelagio de sinais com base
em ZN™.

3. DECODIFICACAO

Com o propésito de completeza, apresentamos nesta se-
¢d0 o algoritmo de decodificagio, [4], para os empacotamen-
tos esféricos L, de RV™ obtidos com a construgio multi-
camada da SegHo 2. Este algoritmo pode ser usado para a
quantizacdo de vetores e/ou para a decodificagio de cédigos
reticulados, isto €, um subconjunto finito de pontos de um
reticulado, para um canal gaussiano. Para maiores detalhes
sobre codificagGes e algoritmos de decodificagdes de reticu-
lados, [2] ou {3].

Um algoritmo de decodificagdo por mdxima verossimil-
hanga ou simplesmente algoritmo ML para um reticulado
T em RY é um algoritmo que, dado x € RY, encontra
um ponto de I' mais préximo de x do que qualquer outro
ponto de T, isto ¢, dado x € RY existe A € T tal que
N(x—A) < N(x—X) paratodo X € ', A # X, onde N(x)
denota a norma do vetor x. Assim, uma regido de decisdo de
um algoritmo de decodificagdo por ML para I" € essencial-

mmanta 1mmma ramiina Aa Unaranni nara P calun aml-ncnnﬂadp en-

volvida em resolver empate na fronteira. Note que, se ®(A) é
o ponto mais proximo de I parax € RV entdor + ®(A—r)
¢ o ponto mais préximo de r + I" para x € R". Portanto,
um algoritmo de decodificagio por ML de um reticulado I"
pode ser usado como um algoritmo de decodificagdo por ML
de uma translagio de I'. Como a medida de distincia de um
reticulado I" em RY ¢ invariante por translagdo temos que o
algoritmo por ML para I em R" ¢ invariante por translaggo.
Um algoritmo de decodificagdo com distdncia limitada
para um empacotamento esférico T’ em RY & um algoritmo
com a seguinte propriedade dado x € RN seexiste A € T
tal que N(z — \) < d2, (T')/4, entdo x serd decodificado
como A. A seguir apresentamos um algoritmo de decodifica-
¢do com distincia limitada ou algoritmo de decodificagio por
estagio, [4], para os empacotamentos esféricos Ly, em RN™
obtidos através da construgio proposta na Sec#o 2.
Algoritmo A% Dador € R™,

Passo 0 - Fagarg = r e decodifique ro no ponto (¢o ®go) +
1 mais préximo do reticulado T = (Co® [Ag/ Al])
A} em R™V;

Passo 1 - Fagari = 1o — (Co ® go) e decodifique r;
no ponto (¢; ® g1) + Az mais préximo do reticulado
Iy = (Cl ® [A1/A2D + A% em R”N;

Passo (m-1) - Faga Tm—1 = Tm-2 — (Cmp ® g 2)
¢ decodifique Tm--1 10 PONto (En1 ® gm_1) + Ap

mais proximo do reticulado T,y =
Am—1/Am]) + AZ, em R™V

Portanto, r sera decodlﬁcado como | = UB + )\ € Lyn,
OIS Tp1 = 1o — S 102 (€ ® g4).

O préximo resultado ¢ uma extensdo para o empacota-
mento esférico Ly, de um resultado semelhante para reticu-
lados em [4], onde omitiremos as demonstragdes (veja [13]
para maiores detalhes).

(Cm—1 ®

Lema 5 Se g; = q e os codigos C;,: 0 <1 < m —1, sdo
lineares, entdo o algoritmo A® é invariante por translagdo.

Teorema 6 Dador € RV, 5 Cy C --- C Cpo1,: g5 =

q,:0<1<m-—1 eexistel € Lyn tal que N(r — 1) <
2

o 41‘” n) entdo r serd decodificado corretamente pelo al-

goritmo A®.

conjunto de pontos r € R™V™ que mapeia para o ponto 0
¢ chamado a regido de decisdo, isto €,

{r e RV . N(r) < %, (Lnn)/4},

do algoritmo A®. Pelo Lema 5 todas as regides de decisdo
R*(1) sdo congruentes e, R*(1) = 1+ R*(0) para todo
1 € Lyn. Neste caso, R*(0) é uma regifio fundamental para

T M Aman An Anfarne L (n) An roantra N = T ar

LI B o
p = dmin(Liyn)/2, devem tocar-se, temos que ex1stem pon-
tos de norma igual a p? na fronteira de R*(0). O nimero de
pontos na fronteira de R*(0) com norma igual a p? é o coefi-
ciente de erro efetivo de L n,, e, denotaremos por E.(Lny,).
Em geral, E.(Lny) > E(Lyy). Assim, A% é um algoritmo
subdtimo, ou equivalentemente, A% é um algoritmo de deco-
dificagéo com distincia limitada para o empacotamento esfé-
rico Ly, em RY™,

O préximo resultado € uma extensdo para o reticulado L v,
de um resultado semelhante para reticulados em [4]. Omiti-
remos a demonstragdo, porém, a mesma pode ser encontrada
em [13].

Teorema7 SeCyp C - CChp1eq;=q,0<i<m-—1,
entdo o coeficiente de erro efetivo E.(Lny,) € dado por

R%(0) =

A rain

Ee(LNn) =

du(C;

(B(CH)E(Ai)™ ) + B,

-

42,0 (Lvn)=dr (Ci)dZ,;, (As)

onde

E. = nE(Ay), se: d?nin(Am) = d?nin(LNn)
"0, se it i (Am) > dn (Lvn)
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A seguir, iremos apresentar o calculo aproximado da com-

plexidade de decodificagdo do algoritmo A* para o empaco-
tamento esférico L ,,. Para maiores detalhes e exemplos, ver
[4].
Primeiro. Dado r; = (ri1,.-. ,Tin), Iij € RY 0<i<
m-—1,1<j<n,entdoparacadai =0,..., m —1,0
algoritmo escolhe um ¢;; € Ng; que esteja mais proximo de
cada uma das componentes r;; der;, 1 < j < n,isto €,

dij é min {N(ri; — ((cij&:) + A+1)3)) } -

Note que d;; ¢ a minima distancia euclidiana quadréatica de
cada classe lateral 4 esquerda de A;+; em A; da componente
recebidar;;, 1 <j<n.

Segundo. Para cada i = 0,...,m — 1, seja ¢; =
(€i1,-- - ,Cin) uma aproximagio para a palavra-cédigo c; =
(ci1y--- s Cin) € C;. Entdo um algoritmo de decodificacio

suave para decodificar C;, (Apéndice de [7] ou [15]), é usado
para corrigir erros em ¢;, € a palavra resultante € uma palavra-
codigo &; € C;. isto &,

d; 2 min {N(r; — ((c: ®gi) + Xiy1))} -

Como a norma ¢ uma medida de distincia aditiva e

m—1 m—1
min(z X;) = Z (min X;),
=0 =0

temos que

n
di:Zdz'ja 0<i<m—-1.
i=1
Finalmente, como o algoritmo A® para L, usa apenas a
palavra cédigo ¢; € C; para minimizar d; e

A relagdo de degradagdo de desempenho em [dB] por redu-
¢do de complexidade em [oitavas], [4], do reticulado Linn €
dada por

NG'“(L n
log 2 (ND(L];,LD

2

ﬁ(LNn)

Note que um algoritmo de decodificagiio misto pode al-
cangar o melhor compromisso entre desempenho e complexi-
dade, isto €, no primeiro passo do algoritmo A® usamos um
decodificador com decisgo suave por ML e um decodifica-
dor com deciséio abrupta subdtimo nos passos subsequentes.
Para comparagSes do algoritmo A® com outros algoritmos,
ver [3].

e A(Lnn) = 0.221logy (M> .

4. EXEMPLOS

Nesta se¢do apresentaremos alguns exemplos de em-
pacotamentos esféricos como ilustragdes da constru¢do mul-
ticamada da Se¢&o 2, bem como a obteng&o de seus principais
pardmetros. Para mais exemplos e comparagdes, ver [4].

Exemplo 8 Seja Ag/A1/As uma cadeia de partigbes, com
2-niveis e 2-maneiras, onde Ao = Z? é o reticulado cubico
em R? com uma matriz geradora

10
01

e \; = Ti(Ao),i = 1,2, os subreticulados de No induzidos

|

i ={ci®gi:c;€Ci}+ A% = U (ci®gi+AL,) pelo endomorfismo Ty de Ao definido pela matriz

c;€C;

= U {(cagi+Na,---
c;€C;

0 €4 <m —1, a complexidade para decodificar I'; e dada
aproximadamente por

Np(I;) = n(Np(As/Aiy1) + 1) + Np(Ci),

onde Np(A;/Ai+1) é a complexidade do algoritmo ML
usado para decodificar a partigdo A;/A; 41, (Apéndice [7]),
e Np(C;) é a complexidade do algoritmo com decisdo suave
por ML usado para decodificar C;. Portanto, a complexidade
para o algoritmo A® para Ly, ¢ dada por

m—1

2(Lyn) 2 Y Np(Ty) +mnN,
=0

onde mnN refere-se aos passos do algoritmo A® que calcula
cada r; a ser decodificado em relagio a I';, no passo subse-
quente.

A complexidade normalizada € dada por

e 2 a
bLwn) = —=Np (Lyn)-
82

,CinGi + Ain) T Xij € A1},

[T2]=[1 _1]

que escala Ao por /2 e rotaciona por 45°. Neste caso,

g = (1,0, g = (L1), di;(Lan) =
minosigl{szH(Ci)A}, V(LG) = 22n—k ,
Y(Lan) = 255 2, (Lan), onde k = ko + k.

Usaremos a notagdo [n,k,d|q para um cédigo sobre
GF(q), com comprimento n, dimensdo k e distdncia de Ham-

ming d.

(1) Para os codigos Cy = [2,1,2]2 e C; = [2,2,1],
Tabela-1 de [14), temos

dinin(La) = 2,V (L) = 2: e y(Lg) = 1.51[dB],

B(Ly) = MO (co)+
wr (co)=du(Co)
=+ Z M(l) (Cl)
wy (e1)=dy (C1)
= MO (cq) +2M D (cy).




Revista da Sociedade Brasileira de Telecomunicagoes

Volume 15, Namero 2, dezembro 2000

Para cy = (11), obtemos
M©O(co) =
2
= > [1 [E(O) (corgo + c1x81 + Az)]
c1€C k=1

wgy (e1xep)=wg (c1)
= EO(go+ A2)? + 2E© (go + Ag)
EO(go + g1+ Ag) + EO(go + g1 + Az)?
=2219222+22=16.

e
MM (c;) = EM(Ag)% ) =4t = 4.
Logo, .
E(Ly) =24z e B(Ly) = 12.
E(Ly) = EQ(Co) EO (A;)#(Co) 4
EMO(CL)EM (Ag)d=(C1)
=424241 =24 e F,(Ly) = 12.
Finalmente,

% (La) = 2(Np(Ag/A1) + 1) + Np(Co)+
+2(Np(A1/A2) +1) + Np(Cr) +8
=6+4+6+2+8=26.

Note que Ly é similar ao reticulado do tabuleiro de
xadrez Dy em R4, [2].

Para os cédigos Co = [4,1,4]2 e C1 = [4,3,2]y,
Tabela-1 de |14|, obtemos

)
mm(Ls) - 4 V(LS) - 2

v(Lg) = 3,01[dB],: E(Lg) = 60,: E.(Lg) = 92

e N3 (Lg) = 52.
Como Np(Lg) = 72, [2], temos que a relagdo de

degradagdo de desempenho em [dB] por redugdo de
complexidade em [oitavas] do reticulado Lg é dada

por
B(Lg) = 0.29.

Note que Lg é similar ao reticulado de Gosset Eg em

R, [2].

| |
Exemplo 9 Seja Ao/A; - -+ /Am uma cadeia de particoes,

com m-niveis e 3- e/ou d-maneiras, onde Ao = As é o reti-
culado hexagonal em R? com uma matriz geradora

-[o 4]

e A; = Ti(TI(Ao)), 4,5 = 0,1,...,m, os subreticulados
de Ay induzidos pelos endomorfismos T3 e Ty de Ay defini-
dos pelas matrizes, [2],

0

5 |

(T3] =

esa (=

Usando as cadeias de parti¢des do reticulado hexagonal
As, reproduzimos todos os empacotamentos esféricos da
Tabela-VIII de [9]. Como um exemplo, seja Ag/A; /A uma
cadeia de parti¢des, com 2-niveis, onde Ay = Ag, A;
Tu(Ao) e Ay = T3(A;1). Entdo para os cédigos Cy
[18,9,8]4, Cp [30,15,12]4, Tabela-VI de [9], e C;
(18,17,2]3, C’ [30, 26, 3]3, Tabela-V de [9], obtemos os
empacotamentos esféricos Lgg ¢ Lo, que sdo os mais densos
em suas dimensdes.

Seja Ag/A1--- /A, uma cadeia de partigdes, com m-
niveis e 4-maneiras, onde Ag = Dy é o reticulado do ta-
buleiro de xadrez em R* com uma matriz geradora

5

2 1 11
0100
Mo=14 01 0
0001

e A; = Ti(Ao), i = 0,1,...,m, os subreticulados de Ag
induzidos pelo endomorfismo 74 de Ag definido pela matriz

(Ty] =

[ e =)
b=t - OO

1
-1
0
0

OO = -

Usando os melhores codigos quaternarios conhecidos,
Tabela-VI de [9], e a cadeta de partigdes do reticulado Dy,
obtemos uma variedade de ernpacotamentos esféricos mo-
strados na Tabela 1, onde os codigos C; = [n, k;, d;]4 nas
quatro colunas da tabela sdo provenientes da Tabela-VI de
[9]. Na quinta coluna, estd o ganho de codificagio funda-
mental (L), em [dB], dos empacotamentos propostos €
na sexta coluna ycs e ykp representam o ganho de codifi-
cacdio fundamental, em [dB)], dos melhores empacotamentos
da Tabela 3.1 de [2] e da Tabela-VIII de [9], respectivamente.
Finalmente, na sétima coluna temos a dimensao dos empaco-
tamentos L .

Nas dimensdes 68 e 72, os empacotamentos esféricos ob-
tidos (Tabela 1) sdo mais densos do que os correspondentes
da Tabela VIII de [9]. As densidades de centros destes empa-
cotamentos esféricos sao & (Leg) ~ 22495 ¢ §(Lyg) = 230-73,
respectivamente. Os empacotamentos esféricos obtidos com
esta constru¢io dependem muito dos cédigos e dos endomor-
fismos a serem utilizados, uma vez que a utilizagfo de codi-
gos com distancias de Hamming maiores para os primeiros
niveis da parti¢éio implica em melhores empacotamento dos
subcddigos para um endomorfismo apropriado. Para maiores
detalhes veja [13].
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Co Cy - Cy Cs Y(Lnn)[dB] | vldB] | Nn |
2.1,9 2.2.1 2,21 2.2.1 3.01 3.01cs | L
329 3,31 3,31 33,1 351 3.63cs | Ty
41,4 43,2 4,41 44,1 452 4.52¢cs | Lyg
5,2,4 5,4,2 5,5,1 5,5,1 5.12 5.12¢s | Log
6,3,4 6,5,2 6,6, 1] 6,6,1 5.52 6.02cs | Loy
7,3,4 76,2 771 771 538 581cs | Log
8,1,8 8,4,4 8,7,2 8,8,1 6.02 6.28cs | Lsp
9,1,9 954 9,82 9,91 6.19 638kp | Lag
10,29 [10,6,4] [10,9,9] [i0,10,1 662 662cs | La
11,2,8]  [11,7,4  [11,10,9] [11,11,1 6.71 6.98cs | Las
12,3,8 12,8,4 12,11,2 12,12,1 7.02 7.78¢cs | Lag
13,4,8  [13,9,4] [13,12,9] [13,13,1 730 730kp | Lsg
14,58 [14,10,4] [14,13,9) [14,14,1 753 752kp | Lag
15,6,8 15,11,4 15,14,2 15,15,1 7.73 7.77kp | Leo
16,1,16 16,7,8 16,12,4] [16,15,2 8.10 8.10cs | Legs
171,17 [17,8,8] [17,13,4] [17,16,2 8§23 801kp | Les
18,1,18 18,9,8 18,13,4] [18,17,2 8.59 8.16kp | Lo
19,9, 8] 19,14,4 19,18,2 19,19,1 8.16 8.24kp | Lrs
20,2,16 20,10,8 20,15,4] [20,19,2 8.43 8.73¢cs | Lgg
21,3,16 21,10,8 21,16,4] [21,20,2 8.53 8.54kp | Lsg
2.3,16] [22,1L,8] [20,17,4] [22,21,2 862 8.58kp | Lss
23,3,16] ~ [23,12,8 23,18,4] [23,22,2 ©8.70 8.72kp | Loo
244,16 24.13,8 24.19,4] [24,23,2 8.91 9.29¢cs | Logg
25,5,16 25,14,8 25,20,4] [25,24,2 9.09 9.07kp | Ligo

Tabela 1. Empacotamentos esféricos obtidos de partigdes do reticulado Dy.
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